Профессор  Ю.М.Смирнов
А Н А Л И Т И Ч Е С К А Я   Г Е О М Е Т Р И Я   
Лекции для первого курса механико-математического факультета МГУ 
( Осень  1997 )

§  1. Векторы и линейные действия над ними.

Здесь мы с единой точки зрения подведем итог тому, что известно из школы о векторах. Конечно, при любом изложении основные свойства линейных действий - сложения и умножения на числа - оказываются одинаковыми. Вот они : 

1)     (a + b) + c = a + (b + c)    ,      2)            a + b = b + a         ,

3)         o | a + o = a  a         ,      4)      a  -a | a + (-a) = o   ,

5)           (a) = (l)a            ,      6)      (a + b) = a + b     ,

7)       (l + )a = a + a          ,      8)               1a = a              .

Конечно, во всех равенствах берутся произвольные векторы  a, b, c  и произвольные числа   ,  . Итак, имеет место

ТЕОРЕМА  1.  Операция сложения векторов ассоциативна (1), ком​мутативна (2), имеются нулевой вектор (3) и противоположные векторы (4) ; операция умножения векторов на числа ассоциативна (5) и норми​рована (8) ; обе вместе дистрибутивны в двух смыслах (6) и (7) .

Напомним традиционные определения : Закрепленным вектором назы​вают отрезок  [AB] , взятый с одним из двух возможных направлений : от  A  к  B  или от  B  к  A . Получим два вектора : 

  с началом  A  и кон​цом  B  и  

  с началом  B  и концом  A  (начало пишем слева). Вырож​денные отрезки  [AA]  дают нам нулевые векторы  

 . Для определения свободных векторов необходимо понятие равенства : 





Векторы  

  и  

 , не лежащие на одной прямой, назовем равными, если, проведя отрезки  [AC]  и  [BD] , получим параллелограмм. Если эти векторы лежат на од​ной прямой и не нулевые, то назовем их равными, если вне этой прямой найдется такой вектор  

 , что  ABFE  и  CDFE - параллелограммы. Все нулевые векторы пола​




гаем равными друг другу. Равенство обладает следую​щими свойствами :

1) 

 = 

 , 2) 

 = 

 ( 

 = 

 , 3) 

 = 

 & 

 = 

 ( 

 = 

.

Другими словами, верна

ТЕОРЕМА 2 . Отношение равенства рефлексивно (1), симметрично (2) и транзитивно (3) .

 Наметим доказательство. Для нулевых векторов это очевидно. 1) Возьмем точку  C  вне прямой  AB  и построим параллелограмм  ABDC . По определению равенства для векторов  

  и  

 , лежащих на одной прямой, они равны. 2) верно, так как само определение симметрично. 3). ) Если векторы  

 , 

  и  

  не лежат в одной плоскости, то со​единяя отрезками начала с началами, а концы с концами, получим фигуру  AECBFD . Ломаная  ABFE - плоская, так как  AB || EF , ведь обе парал​лельны  CD . Плоскости  ACE  и  BDF  параллельны, так как  AC || BD  и  CE || DF . Значит, ABFE - параллелограмм и  

 = 

 . ) Если наши векторы лежат одной плоскости, но никакие два не лежат на одной пря​мой, то строим вне этой плоскости вектор  

 , равный  

 . C помощью доказанного выше получаем сначала  

 = 

 , затем, 

 = 

  и, на​конец, 

 = 

 . Остаются еще два случая : ) два вектора лежат на одной прямой, а третий на ней не лежит и  ) все векторы лежат на одной прямой . Попробуйте их доказать сами.
Свободным вектором, порожденным вектором  

 , назовем класс ра​венства этого вектора, т.е. множество  

 = {

 | 

 = 

}  всех век​торов  

 , равных  

 .

ЛЕММА 1 . Множество  V  всех закрепленных векторов распадается на попарно не пересекающиеся классы, т.е.   V = 



 , причем, если классы пересекаются, то совпадают.

 Естественно, каждый закрепленный вектор  a  принадлежит классу  K  (рефлексивность). Докажем, что если  K ( K ( ( , то  K = K . Пусть   ( K ( K , т.е.   =   и   =  . Тогда   =   (симметрия и транзитивность). Пусть   - произвольный вектор из  K :  =  . Поэтому,  =   (транзитивность), т.е.   ( K . Итак, K ( K . Аналогично, K ( K . Значит, K = K .
Итак, свободные векторы - это классы равенства закрепленных векто​ров (будем их обозначать малыми латинскими буквами). Всякий закреп​ленный вектор  

  класса  a  называют представителем класса  a  и пи​шут  

 = a  вместо  

 ( a . Таким образом знак  =  получает три смыс​ла : равенство  

 = 

 , совпадение классов  а = b  и принадлежность 

 ( a . Как правило, это не приводит к путанице, как и сокращенное “вектор” . Класс нулевых векторов  

  называют нулевым.




Действия над классами задают с помощью предста​вителей : 1) берем произвольно точку  O , представитель  

  класса  a , представитель  

  класса  b  и опреде​ляем сумму  a + b  как класс вектора  

  (правило за​мыкающей) ; 2) Если   ( 0  и  a ( o , то берем про​извольно точку  O , представитель  

  класса  a  и за​

даем  a  как класс такого вектора  

 , что точка  B  лежит на прямой  OA , длина  |OB|[OA]  отрезка  [OB] , измеренного масштабом  [OA] , рав​на  || , причем  O  лежит между  A  и  B  при   < 0  и не лежит между  A  и  B  при   > 0 . Если   = 0  или  a = o , то полагают  a = o . Легко ви​деть, что для любой точки  O  в обоих случаях найдутся и притом един​ственные точки  A  и  B , удовлетворяющие определениям. Но получится ли тот же результат при выборе другой точки  O  ?

ЛЕММА  2. Операции суммы и умножения свободных векторов на числа определены корректно, т.е., не зависят от выбора представителей и точки  О .

 Для суммы  a + b  рассмотрим три случая :  )  a ( o , b ( o , новая точка  О'  не лежит в плоскости  ОАВ ,  )  a ( o , b ( o , O'  лежит в  OAB , )  а = o  или  b = o . Для произведения  a  рассмотрим два случая :  )  O' - вне прямой  OA ,  )  O' - на прямой  OA . Проверьте сами ! 
Доказательство теоремы 1 проходит по обычному образцу, излагаемому в разных учебниках с небольшими изменениями, и мы его опускаем, так как надо рассматривать много разных случаев, подобных описанным выше. Важнее понять зачем рассматриваемые в ней восемь свойств выб​раны в качестве основных : дело в том, что все остальные свойства линейных действий можно строго логически вывести из этих восьми, не ссылаясь на геометрию (см. § 2 ) . Другими словами, их удобно выбрать за аксиомы и определить важное понятие векторного или линейного прос​транства : 

Векторным пространством называют всякое такое множество из каких угодно элементов, - лишь бы для них были тем или иным способом определены линейные операции, так чтобы они обладали всеми восемью основными свойствами.

ПРИМЕРЫ . 1) Пространство  

  всех строк  (x1...xn) - или всех столбцов - из  n  чисел. Действия задаются естественными правилами :  (x1...xn) + (y1...yn) = (x1 + y1...xn + yn)  и  (x1...xn) = (x1...xn) . Для столб​цов - аналогично. 2) Пространство  С(X)  всех функций  f : X  R , на множестве  X  (например, на отрезке) с действительными (или комплекс​ными) значениями  f(x) . Линейные действия задаются правилами :

(f + g)(x) = f(x) + g(x)  и  (f)(x) = f(x) , т.е. складываются или умножают​ся на числа значения функций. 3) Пространство  P  всех многочленов с обычными линейными действиями над ними. 4) Пространство  

  всех матриц - прямоугольных таблиц  {xik} = 
[image: image1.wmf]÷
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  Действия задаются также как и в 

 : {xik} + {yik} = {xik + yik} , {xik} = {lxik} . Выполнение аксиом - основных свойств - легко проверить.

§  2. Линейная зависимость векторов.

Это - очень важное понятие, позволяющее чисто алгебраическим еди​ным способом вводить координаты. Векторы (точнее, систему векторов)  а1,..,аk  называют линейно зависимыми, если найдутся такие числа  1,..,k , не все равные нулю, что  1а1 +...+ kak = o . В противном случае эти век​торы называют линейно независимыми. Условие "не все равные нулю" су​щественно : иначе всякая любая система векторов была бы линейно зави​симой. Пусть  а = 1а1 +...+ kаk , то как вектор  а , так и запись справа называют линейной комбинацией векторов  а1,..,аk . Линейную комбинацию называют тривиальной, если все ее коэффициенты  1,..,k  равны нулю. Примеры : вектор  о , а также пара векторов  а, а - линейно зависимы, строки  (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) - линейно независимы, многочлены  x, x2, x3 - линейно независимы. 

ЛЕММА  1. Тривиальная линейная комбинация любых векторов - нулевой вектор.

 Геометрически это ясно. Докажем лемму для любого векторного про​странства, опираясь лишь на основные свойства. ) Нулевой вектор - единственен : если вектор  о'  тоже нулевой, то  о' = о' + o = o . ) Для каждого  а  противоположный вектор единственен : если  -а  и  *a  противоположны к  а , то  *а = *а + о = *а + а + (-а) = о + (-а) = -а .  )  0а = = о  a . В самом деле,  0а + 0а = (0 + 0)a = 0a . Значит, 0а = о . ) o = o     . Аналогично, o + o = (o + o) = o  и  поэтому  o = o .  Наконец,  0а1 +...+ 0аk = o +...+ o = o .
ЛЕММА  2.  k  векторов (k ( 2) линейно зависимы  (  один из них яв​ляется линейной комбинацией остальных.

 Пусть векторы  а1,...,аk  линейно зависимы, т.е.  1a1 +...+ kak = o , где, например, 1 ( 0 . Умножим на  1/1  и перенесем некоторые слагае​мые вправо : a1 + 

a2 +...+ 

ak = o  и затем  a1 = (-

)a2 +...+ (-

)ak . Обратно, если  а1 = 2а2 +...+ kak , то  1а1 + 2a2 +...+ kak = o , где  а1 = = (-1)а1 .
ЛЕММА  3. Если часть системы векторов линейно зависима, то и вся система линейно зависима. Эквивалентно : если вся система линейно неза​висима, то и любая ее часть линейно независима.

 Пусть в системе  {a1,...,ak} , k ( 2 (иначе лемма тривиальна)  j векторов, 1 ( j ( k-1 , линейно зависимы. Можно считать, что это первые  j  векторов. Тогда  1a1 +...+ jaj = o , где не все  i  равны нулю. Поэтому  1a1 +...+ jaj + 0aj+1 +...+ 0ak = o , где не все коэффициенты равны нулю. Итак, векторы  a1,...,ak  линейно зависимы.
Линейная зависимость имеет следующий геометрический смысл : Век​торы  a1,...,ak  называют коллинеарными (компланарными) , если их пред​ставители параллельны некоторой прямой (соотв. плоскости). Другими словами, если, отложив их от некоторой точки, получим векторы лежащие в некоторой прямой (плоскости).

ТЕОРЕМА . Один вектор линейно зависим    он нулевой; два вектора линейно зависимы    они коллинеарны; три вектора линейно зависимы    они компланарны; всякие четыре вектора (в обычном пространстве) ли​нейно зависимы.

 1)  Пусть вектор  а  линейно зависим, т.е.  a = o  при   ( 0 . Тогда  а = (

)a = 

(a) = 

o = o . Обратное просто : вектор  о  линейно зависим. 2) Если векторы  a, b  линейно зависимы, то с точностью до обозначений  b = a . Тогда по определению умножения векторов на числа их пред​ставители  

  и  

  (отложенные от одной точки  О ) коллинеарны. Обратно, если они коллинеарны и ненулевые (иначе они зависимы в силу 1) и леммы 3) , то их представители  

  и  

  лежат на одной прямой. Так как  A ( O , то  

 = 

 , где   - длина отрезка  [OB] , изме​ренного масштабом  [OA]  и взятая с нужным знаком. Значит, b = a , а  a  и  b  линейно зависимы по лемме 2 .  3) Если векторы  a, b, c  линейно зависимы, то с точностью до обозначений  c = a + b , т.е. для некоторых их представителей  

 = 

 + 

 . Тогда по определению линейных действий в любом случае вектор  

  лежит в плоскости, проходящей через векторы  

  и  

 . Значит, a, b, c  компланарны. Обратно, если они компланарны и любая пара линейно независима (иначе все три будут зависимы по лемме 3 , то их представители  

, 

, 

 лежат в одной




плоскости, a прямые  OA, OB, OC  попарно различны. Проведя через точку  С  прямые параллельно  OA  и  OB , получим параллелограмм  OA'CB' , где  A' ( OA , а  B' ( ( OB . По доказанному в 3) получим : 

 = 

 , 

 = = 

 . Поэтому  

 = 

 + 

 = 

 + 

 . Значит, c = a + b . Итак, они линейно зависимы. 4) Пусть в

обычном пространстве даны четыре вектора  a, b, c, d . Любая их тройка линейно независима (иначе зависима вся четверка). Тогда для их пред​ставителей  

, 

, 

, 

 , отложенных от одной точки  O , прямые  OA, OB, OC  не лежат в одной плоскости, а прямая  OD  не лежит ни в




одной из плоскостей  OAB, OBC  или  OCD . Поэтому, проведя через точку  D  плоскости, параллельные этим плоскостям, получим параллелепипед  OA'EB'CFG , где вершина  A' ( OA , B' ( OB , C' ( OC , E ( OAB , F ( ( OAC , G ( OBC . По доказанному  

 = 

 + 

 = = + 

 , а  

 = 

 = 

 . Значит, 



= 

 + 

 + 

 , а  d = 

 = a + b + c . Итак,  a, b, c, d  линейно зависимы.
СЛЕДСТВИЕ . На прямой  2  и более векторов всегда линейно зависимы; на плоскости  3  и более векторов всегда линейно зависимы; в обычном про​странстве  4  и более векторов всегда линейно зависимы.
В пространстве  

  строки  (1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)  линейно независимы. В пространстве  

  многочленов порядка  < n  многочлены  x0 = 1 , x = x1, x2,..., xn-1  линейно независимы. А всякая большая система строк или многочленов линейно зависима (в линейной алгебре это будет доказано). Это позволяет дать следующее векторное определение размер​ности : размерностью векторного пространства называют наибольшее из таких чисел  k , что существует  k  линейно независимых векторов. Как и следовало ожидать, размерностью прямой будет  1 , размерностью плос​кости - 2 , размерностью обычного пространства - 3 . Размерностью пространств  

  и  

  будет  n .

§  3. Базис , репер , координаты векторов и точек.

Здесь мы изложим векторный способ введения координат, широко при​нятый в современной математике. Для векторов он годится без изменений для любых конечномерных пространств. Базисом векторного пространства называют любую такую упорядоченную линейно независимую систему векторов  e1,...,en , что всякий вектор  а  этого пространства линейно вы​ражается через них, т.е.  а = x1e1 +...+ xnen . Коэффициенты  xi  этого выра​жения называют координатами вектора  а  в данном базисе. 

На прямой всякий ненулевой вектор составляет базис (по теореме из  § 2). По ней же на плоскости всякие два неколлинеарных вектора, а в обычном пространстве всякие три некомпланарных вектора составляют базис. На двух чертежах к теореме из § 2 числа   ,   и    будут координатами вектора  

  в базисе  {a,b}  (соотв., 

  в базисе  {a,b,c}). В 

  строки  (1,0,...,0), (0,1,...,0),...,(0,0,...,1)  составляют базис, а для каждой строки  (x1,..,xn)  числа  xi  будут ее координатами в этом базисе. В  

  много​члены  1 = x0 , x = x1 ,.., xn-1  составляют базис, а  для каждого многочлена  1xn-1 +...+ n-1x + n  его коэффициенты  i  будут его координатами в этом базисе. 

Логически возможен случай, когда один и тот же вектор в одном и том же базисе имеет разные координаты. На самом деле это не так :

ЛЕММА  1. Координаты    вектора во    базисе  единственны, т.е.  если  а = x1e1 +...+ xnen  и  a = y1e1 +...+ ynen , то  xi = yi  для    i  .

 Вычтем второе выражение из первого: (x1 - y1)e1 +...+ (xn - yn)en = o . Базисные векторы линейно независимы. Значит,  xi = yi  для каждого  i .
Для определения координат точки базиса недостаточно: нужна еще точ​ка отсчета. Репером на прямой, на плоскости или в пространстве называют базис вместе с некоторой фиксированной точкой, называемой началом (координат). Для всякой точки  A  вектор  

  называют ее радиусом-вектором. Координатами точки  А  в репере  (O,e1,...,en)  называют ко​ординаты ее радиуса-вектора в базисе  (e1,...,en) . Ясно, что радиус-вектор, а с ним и координаты точки  А  однозначно определяются точкой  А .

Репер на прямой это - ненулевой закрепленный вектор  

  вместе с точкой О , на плоскости это - два неколлинеарных вектора  

, 

  вместе с точкой  О , в пространстве это - три некомпланарных вектора  

, 

, 

  вместе с точкой  О . На двух чертежах к теореме из § 2 числа   ,   и    будут координатами точек  C  (соотв., D) в репере  {O,a,b}  (соотв., {O,a,b,c}). Каждый репер плоскости или пространства определяет ось  OX , проходящую через  

 , ось  OY , проходящую через  

 , а также ось  OZ , проходящую через  

 . Все вместе - оси координат и задающий их репер - называют системой координат. Первую координату  х = х1  называют абсциссой, вторую  y = x2 - ординатой, а третью  z = x3 - аппликатой. В пространстве репер задает еще коорди​натные плоскости  OXY , OYZ  и  OZX .

Данное векторное определение координат совпадает с традиционным. Для этого назовем проекцией точки  А  на прямую  l парал​лельно




пересекающей ее прямой (плоскости)  p  в плоском (соотв. пространственном) случае единственную точ​ку пересечения прямой  l  с прямой (соотв. плоскос​тью), проведенной через  А  параллельно  p . Проек​цией вектора  

  на  l  параллельно прямой  (плос​

кости)  p  называют вектор  

 , где  А'  и  B' - параллельные проекции начала  А , и, соотв., конца  B .

ЛЕММА  2. Координата точки  А  (вектора  а = 

) на прямой это длина  |OA|[OE]  отрезка  [OA] , измеренного масштабом  [OE] , взятого с нужным знаком; координаты точки  А  (вектора  a = 

) на плоскости или в пространстве это координаты ее (соотв. его) параллельных проекций на координатные оси .

- На плоскости берем проекции на одну ось параллельно другой, а в пространстве - проекции на ось параллельно пересекающей ее коорди​натной плоскости.

 На прямой : если  x - координата точки  A  или вектора  a , то  

 = 



= x

  и - по определению операции умножения на число - получим : x = |OA|[OE] . На плоскости : пусть  x, y - координаты  точки  А  или  вектора  а . Тогда  а = 

 = xe1 + ye2 , где вектор  

 = xe1  будет (па​раллельной) проекцией вектора  

  на ось  OX ,




точка  A1 - проекцией точки  А  нa ось  OX , вектор  

 = ye2 - проекцией вектора  

  на ось  OY , а  точка  А2 - проекцией точки  А  на ось  OY . Согла​ но предыдущему числа  x  и  y  будут координатами этих проекций на соответствующих осях. В прост​ранстве - аналогично. 

ЛЕММА  3 . Координаты суммы (разности) векторов суть суммы (раз​ности) соответствующих координат слагаемых (уменьшаемого и вычи​таемого) ; координаты произведения вектора на число равны произведениям соответствующих координат вектора на то же число  :

ki(a + b) = ki(a) + ki(b)  ,  ki(a - b) = ki(a) - ki(b)  ,  ki(a) = ki(a) ,

где  ki - i-ая координата рассматриваемого вектора.

 В самом деле, пусть  xi - координаты вектора  а , а  yi - координаты вектора  b , т.е.  а = x1e1 +...+ xnen , b = y1e1 +...+ ynen . По основным свойс​твам  a + b = (x1 + y1)e1 +...+ (xn + yn)en , a - b = (x1 - y1)e1 +...+ (xn - yn)en , а  a = (x1)e1 +...+ (xn)en . Остается применить лемму об единственности координат. 

СЛЕДСТВИЕ . Координаты закрепленного вектора суть разности коор​динат его конца и начала  :  ki 

 = ki(B) - ki(A)  .

  Так как  

 = 

 - 

 , где  O - начало, то  ki 

 = ki 

 - ki 

 = = ki(B) - ki(A) .
Наконец, рассмотрим нужное понятие отношения, в котором точка делит направленный отрезок. Пусть  A ( B . Отношением, в котором точка  M  прямой  AB  делит  

 , называют такое число   , что  

 = 

 . В координатах это равенство выглядит так : xi - ai = (bi - xi) , где  xi, ai, bi  - координаты точек  M, A  и, B . Значит,  xi = 

  и   = 

  при любом  i . Отсюда и из определения видно, что получается почти биекция между точками  M  прямой и действительными числами   : точке  B  не сопоставляется ни одно число (ведь  

 ( 

  ни при одном   ), а число -1 не сопоставлено ни одной точке (ведь, если  

 = - 

 , то  

 = 

 + 

 = o  и  A = B  вопреки предположению.




§  4. Линейная зависимость в координатах.

Здесь мы докажем нужные для задач условия линейной зависимости и необходимые для этого интересные общие факты.

ЛЕММА  1. В  

  (n > 1)  две строки линейно зависимы    они про​порциональны.

 Eсли строки  (x1...xn)  и  (y1...yn)  пропорциональны, т.е.  xi(yk = xk(yi  для любых  i  и  k , и хоть одно  yk ( 0 , то при   = xk/yk  найдем, что  xi = = yi  для всех  i . Значит,  (x1...xn) = (y1...yn) - строки линейно зависимы. Если же все  yi = 0 , то данные строки  (x1...xn)  и  (0...0)  также линейно зависимы. Обратно, если данные строки линейно зависимы, то одна линейно выражается через другую, например, (x1...xn) = (y1...yn) , но тогда  xi = yi  при всех  i , т.е. строки пропорциональны.
ТЕОРЕМА . n  строк в  

  линейно зависимы    определитель, сос​тавленный из этих строк равен нулю.

 При  n = 1  это тривиально, при  n = 2 - легко, а при  n > 2 - хло​потно и мы сошлемся на алгебру, где она доказывается в такой форме : определитель равен нулю    его строки (столбцы) линейно зависимы.
Чтобы все это применить к координатам, введем три определения: Отображение  f : V  W  векторных пространств называют линейным, если
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